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Resumo: Desde a formalizagdo da algebra dos
numeros complexos, em 1833, por Willian
Rowan Hamilton, muitas foram as tentativas de
generalizacdo dos resultados da Analise Complexa
para a Andlise Quaternionica. Recentemente,
alguns resultados analogos aos verificados na
Analise Complexa foram demonstrados. Cabe citar
aqui a generalizacdo das Equagdes de Cauchy-
Riemann e a Formula integral de Cauchy para o caso
quaternionico. As Fung¢des Quaternionicas admitem
derivadas a direita e a esquerda, mas elas nem
sempre sdo iguais e, com isso, ao longo do trabalho
serd demonstrado que se uma funcio satisfaz as
equacgoes de Cauchy-Riemann generalizadas, entio
as suas derivadas segundas a esquerda e a direita
sao iguais.
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Abstract: Since the formalization of the algebra
of complex numbers, in 1833, by Willian Rowan
Hamilton, there have been many attemps to
generalize the results of Complex Analysis to
Quaternion Analysis. Recently, some results similar
to those verified in the Complex Analysis were
demonstrated. It is worth mentioning here the
generalization of the Cauchy-Riemann equations
and the Cauchy integral formula for the quaternionic
case. Quaternion functions admit right and left
derivatives, but day are not always the same and,
therefore, throughout the work it will be shown
that if a function satisfies the generalized Cauchy-
Riemann equations, then its left and right second
derivatives are the same.
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Introducao

Depois de formalizar a teoria de numeros complexos em 1833, Hamilton tentou
estender a teoria para trés dimensdes, partindo de um niimero complexo, @ + bi, para ternas

ordenadas do tipo @ + bi + cj. Entretanto, ele ndo conseguiu definir uma multiplicagdo que
obedecessem a regra ja conhecida para Numeros Complexos (OLIVEIRA, 2006).

Hamilton percebeu que o problema da multiplicagio das ternas ndo podia ser resolvido
0 que o levou a pensar no problema utilizando quatro nimeros, isto €, formando nimeros da

forma a + bi + ¢j + dk, que foram chamados de Quatérnios, o que culminou na obtengdo

da seguinte regra i’ = j2 = k? = ijk = —1. Com essa regra de multiplicagio foi possivel
construir uma detalhada teoria de um sistema algébrico ndo comutativo que constituiu o
primeiro exemplo de anel ndo comutativo com divisdo (OLIVEIRA, 2006).

O desenvolvimento da Teoria dos Quatérnios estimulou sucessivas investigacdes e
aplicagdes em outras areas do conhecimento. Os Quatérnios foram usados, por exemplo, na
determinacdo das equagdes do eletromagnetismo, por James Clerk Maxwell.

Nos tultimos anos alguns resultados em derivagdo e integragdo, proprios da Analise
Complexa, foram generalizados para a Analise Quaternionica (BORGES, MACHADO, 2002).
Entretanto, essa teoria ainda tem muitas lacunas e resultados novos vem sendo determinados.

Este artigo se propde a mostrar a comutatividade das derivadas quaternionicas a direita
e a esquerda sob a condicdo de que a fungdo quaternidnica satisfaca as equagdes de Cauchy-
Riemann e em seguida, concluir; a partir disso, que a derivada a direita e a derivada a esquerda
sdo fungodes constantes.

Derivada e integraciao quaternionica

Conforme Borges, Figueiredo e Maréo (2012), dada uma fungdo quaternionica f, foram

definidas duas integrais [ f dze [ dz f:
[ faz =[G+ ifs +ifs + KD @ay +idas + jdas + kdas)

= f(fldQI — f2dq; — fadqs — fydqy) +
+ f (fodqs + fidds — fudas + fadqs)i
+ f (fodqs + fodqs + fudas — fodqe) j

+ [ (s~ fadas + fodas + fdau)k
(S
[ dzr = [(da,+ idgs + jag, + kda ) + ifs +ify + kR

= [(dau1; — daaf, — dasfs — dasfi) +
+ [ (Wasfy +daufy + daafy — dgsf)

+ [ (@0,f - daafi + dasfy + daufe)]
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+ [ (@, + daafy - daafi + dauf &

As fungdes coordenadas f;,i = 0,1,2,3, representam um caminho que vai do ponto
a = (ay,a,, as, a,)atéoponto b = (by, b,, by, b,) em um dominio simplesmente conexo

do espago quadridimensional, j4 as integrais [ f dze [ dz f independem do caminho com as
condicdes dos seguintes teoremas:

Teorema 1: Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em um

espaco simplesmente conexo quadridimensional, a integral f f dz independe do caminho

. . b
dado se, e somente se, existe uma fun¢do F = F; + iF> + jF; + kF;, com fa fdze
satisfaz as seguintes relagdes:

dF, B —dF, B dF, B —dF;
3'?1_ dq, B dqs B dqy
dF; B —0F, B —0dF, B dF,
dq aq; dqs 0qy
dF, B d0F; B —dF, B —0dF,
dq, 0q; dq; 0qy

b
Demonstragao: A integral fa f dz independera do caminho se existir uma fungdo F
F tal que

[, fdq= [ dF =[] d(F, +iF, + jF; + kF,) = F(b) — F(a).

Supondo entdo que a fun¢do F exista, temos que as diferenciais totais de suas func¢des
coordenadas sdo dadas por:

ary, = g+ g + 2 g, 2
1 a4, qi 9q, '51 EPR 3 EPR qa
frdqy — fdqs — f3dqs — fadqy
dF, dF, dF, dF,

sz :a—qldql—l‘aqz dqz +aq3 dQ'3 +a—q4dq‘4

f2dqy + frdqgs — fadqs + f3dq.s
aF; dF; dF; dF;

dF, =—dg, + dg, + dg; +—d
3 a4, '51 94, qsz EPR qds EPR qs

f3dqy + fadq; + f1dqs — fodq,

ar, = 2B g +a&d +a&d +aad
4 aq, qi 34, qz EPR 3 EPR qa

fadqy — fzdq; + frdqs + fidq,
Resultam disso as relacoes:
fi = aF, _3F2 B dF; _3F4
. dq, 9dq; dqs 0dqy
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£, = dF, B —dF, B dF, B —dF;
2 dq, B dq, B dqs B dqy
fi= d0F; B —0dF, B —dF,; B dF,
: dq, aq, aq3 9q,
f = dF, B d0F; B —0dF, B —0dF,
‘ dq, 0q; dq; 0qy

concluindo a demonstracio.

Teorema 2: Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em
um espaco simplesmente conexo quadridimensional, a integral f dq f independente do

caminho dado se, e somente se, existe uma fungdo G = Gy + iG; + jGz + kG4, com
fab f dg = G(b) — G(a) e satisfaz as seguintes relagdes:

dG; 0G; 096Gz  0G,
dq, 0dqy 0dq3 0dqu
dG, —0G; —0G, 090Gy
dq, dq; dqs dq,
dGy; 0G, —0G; —0G;
dq; 0dq dqs 9q,
dGy —0Gz 9G; —0dG,
dq, dq; dq3 dq,
Demonstracdo: A prova é analoga a demonstragdo do Teorema 1.

(2)

Observe que as equagdes (1) e (2) caracterizam um analogo as condi¢des de Cauchy-
Riemann conhecidas da Analise Complexa Classica e sdo chamadas de Equagdes de Cauchy-
Riemann Generalizadas.

Considere as fungoes h e g definidas em termos da fungdo quaterniénica f cujas
coordenadas obedecem as condi¢des de Cauchy-Riemann Generalizadas (1) e (2).

[ (6‘f1 af + JE + 6‘11) ; (6‘fz _0f A 6‘f3) ]
h(q) :1 dq: dqy dqz: 0qu ‘\dq; dq; 9q; dq, 3)
e (ﬂfa fe Ofy ﬂfz) +k (Bﬁl ofs of, afl)
L "'\dq, dq; dq3 9q, ‘\dq; dq; 0dq3 dq,/.
[ (0fL 9f: (Ofz OfN . (0fz 9fi Ofy  Of
g(q)zl (aQ1+aQ2+aQ3+aQ4) - (a‘-’h dq; aQ3+aQ4)
4 . (3f3 4 fs 9f 3f2)+ k. (3,& af3 4 JE 3f1) '

+j. — — — —
/ dq; dq; dqsz dqu dq, dq, dqz dq,

(4)

Asfungdes he g sio chamadas de derivadaaesquerda e a direita da fungio quaternionica

f, respectivamente. Os autores MACHADO e BORGES (2002) demonstraram que
Jhdq=fe[dqg=f.

Derivadas sucessivas de uma fun¢ao de uma variavel
quaternionica
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As fungdes h e g dadas em (3) e (4), respectivamente, também possuem suas derivadas
aesquerda e a direita. A derivada quaternionica segunda a direita e a esquerda de uma fun¢io

quaternionica f f sdo definidas, respectivamente, por

az ( ) a’ri(q) a*f-(q) a*f(q)
hi(@) = “LPhi(@) = L e g1(0) = 50g,(q) = L
Derivando hh a esquerda, tem-se:

d?r(q) dfilg)y _ dhlg)
hi(q) = dg? dq( da )_ dq
A partir das coordenadas de h(g)h(q), calcula-se h4(g) da seguinte forma:

h (@) = Kaql(af1+af2+af3+aﬁ)+£2(afz_aﬁ+aﬁ_afg)

dq, 0dq, dqz dqu dq, 0dq, 09dq3 dqu
(6‘}“3 f, of 6‘fz) i (an afs_afz_afl)
6q3 dq; dq; dqsz 0dq. dqys\dq, dq, 0dq; 0dqu
(3f2 af ﬂﬁ_ﬂfa)_ ad (Bﬁ af;  0fs 311)
3'?1 dq; dq; dqsz dqu dqx \dq, dq, 0Jq; dq,
Afs dfs df; ﬂfl)_ ad (3f3 9fs 0fy +3f2))
dq,

+ ( + — — — —
dqs; \dq; dq, dqs; dq, dq; dq; dqsz dqu
(2 (afg_aﬁ_afl+afz)_ 2 (6‘}5. 6‘f3_6‘fz_6‘f1)
‘\dq;\dq, 9dq, dqz dq, dq, \dq; dq, dq; dq,
- (afl of, . ofs an)_ 2 (afz_afl +6‘ﬁ~._6‘f3)
dq; \dq; dq, dqsz 0dq. dqys\dq, dq, 0dq; 0dq,
Jd /d d d d d ;0 d d d
ik ( ﬁt—l— f3 f2 f1)+ ( fa fa f1_|_ fz)
aq, dq;

9q4 3‘?2_3'?3_3‘?4 3‘?1_3'?2_3‘?3 0q4
af, @ d 9 d (9fy @ d 9
fo 9h , O fa)_aq(f1+ fo, s f))]
4

- dq; (3'?1 - dqz 9qs - 994 dq; 0dq, 09qz 0dqu
Fazendo os calculos e agrupando os termos é imediato que:
a2 a2 a2 a2 a2 92 a2
hl(q)_ fi O 0fi f;+2_( ho, ®f 8 )
dq,? 3'?2 9q3 94, 9q,0q, 9q,0q;  9q,0q,

+i *f, a*f; a*f, 9%*f, Lo (—ﬂzﬁ 9%f, 9% f; )
i. — — — . —
3‘?12 3‘?22 3‘?32 3‘?42 d0q,0q, dq,0q3; 09q,0q,

H_(ﬂ?ﬁ_azfg_azfg_azfg N 2_(—62}1 __Ph , Of ))

dq,* dqx* 0q3* g4’ 9q19q; 0q10q3 0q;9q,

+k_(am_am_am_am+2_( O’fs _ f, 0% ))]
dq,* dqx* 0q3* 0q4° 9q19q; 0q10q3 0q;9q,

Derivando parcialmente todos os membros das igualdades em (1) e utilizando as
condicoes de Cauchy-Riemann generalizadas, sdo obtidas as igualdades:

*f,  9°f, _ 9fs  0°fi
afhz dq,0q, dq,0q; dq,10q,
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0°f, —0*y 9y  —0°fs
9q,° N 9q,0q; B dq,19q3 B 9q10q,
0°fs  —0*, —9*f1  0°fy

9q,° N 9q,0q; B dq,19q3 B 9q10q,

8%p,  8*fy _ -9%p  -0%f
af-‘hz dq10qz 091993 a'-?1afi4.

Aplicando essas igualdades em (5) tem-se:

_(732}3 9*f,  9%*f azfl)_i__

dq.* - dq,* - dq3® a 9q,4*

i (?ang %, f, azfz) .\

hy( ):i . 9q:* dq? 0q3*  9q4?
YU Te| (k. 0f 2 0
1'(73%2_3%2_3q32_3q42)+
i (78211 _ d%f, _ d%f, _6211)

|\ dq:* 9qx* dqi* 9q4°

Por fim, derivando parcialmente as igualdades em (1) decorrentes das equacdes de

Cauchy-Riemann em rela¢do a qq,q2, g3 e g4 obtém-se quatro sequéncias de igualdades

abaixo que simplificam a estrutura de h, (g) h, (q):
9°fy —0*fy, —0°f; —0°f,
afhz: dq,? N dq3° N 9q,4*
*°f, —0*f, —0f; —0°f
afhz: 9q;° N dq3® N 0q4°
0%fs  —0%fs —0%fz —0°f;
3‘?12: dq,* N dqs* - dq4*
0°f, —0%fy —9*fy —0°f,
aQ12: dq,* N dq3? N 9q4*

Substituindo as igualdades acima em (6) a derivada segunda a esquerda é dada pela

seguinte expressao:
10 (8%, 9*f, 9%*fs 0%,
hliq)=—( ta it ztsez) ()
16 \dq, dq, dq,*  dqy

Teorema 3: Se f é uma fungdo quaternidnica que satisfaz as equagdes de Cauchy-

Riemann generalizadas e h, a sua derivada quaternidnica segunda a esquerda, entdo

-5
hy(q) = E(ﬂﬁ +iLAf + A+ kAf)

em que 4 é o operador Laplaciano.
Usando o mesmo raciocinio para a derivada quaternionica segunda a direita o resultado
obtido pode ser resumido no seguinte:

Teorema 4: Se f é uma fungdo quaterniénica que satisfaz as equagdes de Cauchy-
Riemann generalizadas e g a sua derivada quaternidnica segunda a direita, entao

-5
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em que A é o operador Laplaciano.

Dos Teoremas 3 e 4 é possivel concluir que as derivadas quaternidnicas segundas
a direita e a esquerda sdo iguais. Destaca-se aqui se uma Fun¢do Quaternionica satisfaz as
equagdes de Cauchy-Riemann generalizadas, entdo as suas fun¢des coordenadas satisfazem a
equagdo de Laplace (MARAO; BORGES, 2014). Portanto,

Afy =A4f, =Af; =Af, = 0.
Dessa forma, o resultado abaixo resume o que foi feito até aqui.

Teorema 5: Uma Fungdo Quaternibnica f que satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann
generalizadas tem as suas derivadas quaternionicas segunda a esquerda e a direita nulas.
Demonstracao: Como

-5
hi(q) = g:(q) = ﬁ(ﬂﬁ‘i‘ LAf + jAf; + k.Af)

ﬂfl :ﬂfz :ﬁfa :ﬂﬁ = Oﬁfl :ﬁfz :ﬂfa :ﬁﬁt =0.
Portanto,

hi(q) = g,.(q) = 0.
Por fim, uma conclusio imediata, oriunda do fato de que as derivadas apresentadas nos

resultados acima serem constantes, é apresentada no Teorema 6:

Teorema 6: Se f é uma fungdo quaterniénica que satisfaz as equagdes de Cauchy-
Riemann generalizadas, entdo as suas derivadas quaternionicas segundas a esquerda e a
direita sdo fungdes constantes.

Consideracoes Finais

Desde o surgimento dos quatérnios, o interesse em buscar generalizacdes de resultados
da Andlise Complexa tem ganhado cada vez mais espaco. Entretanto, a Analise Quaternidnica
ainda ndo esta totalmente consolidada, um exemplo disso é percebido na derivada de ordem
superior para essas func¢des, que ndo possui a quantidade de resultados suficientes para

concluir o que ocorre com as derivadas de ordem 1, por exemplo.

Nesse contexto a contribui¢do do trabalho para a Analise Quaternionica foi dada através
da determinac¢do de uma férmula para derivacdes de ordem dois além da verificacdo de que,
se a Fungdo Quaternionica satisfaz as Condigdes de Cauchy-Riemann generalizadas, entdo a
derivada segunda a direita e a derivada segunda a esquerda sdo iguais, ou seja, comutam. Além
disso, verificou-se que se a Fungdo Quaternionica satisfaz as Condigdes de Cauchy-Riemann
generalizadas entdo as suas derivadas quaternionicas a direita e a esquerda sdo constantes.
Esses resultados certamente terdo consequéncias importantes para a determinagdo de

derivadas de ordem .
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