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Resumo: Modelagem matematica é uma ferramenta
crucial para caracterizar o comportamento de
doencas infecciosas ao longo do tempo. Neste
trabalho apresentamos alguns modelos basicos
para o acompanhamento ao longo do tempo de
epidemias. Destacamos a aplicagdo de um modelo
compartimental para a determinagdo de indicadores
relativos a propagacdo de doengas. A linguagem R
é utilizada para construir representagoes graficas e
solucdes numéricas de equagdes.

Palavras-chave: Crescimento Populacional. Modelo
Compartimental SIR. Covid-19.

Abstract: Mathematical modelingis a crucial tool for
characterizing the behavior of infectious diseases
over time. In this work we present some basic
models for the follow-up of epidemics over time.
We highlighted an application of a compartmental
model for the determination of indicators related
to the spread of diseases. The R language is used
to build graphical representations and numerical
solutions of equations.
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Introducao

No inicio do século XX, a epidemiologia foi marcada pela introducdo de novos
métodos matematicos para testar hip6teses sobre o numero e distribuicdo dos casos de uma
enfermidade. Com os trabalhos de Kermack e McKendrick nos anos 1920 e 1930 os modelos
compartimentais impulsionaram os métodos matematicos na analise de dados de epidemias,
vide por exemplo, Kermack & McKendrick (1927, 1932 e 1933), Murray (2002) e Brauer
(2017).

Neste trabalho apresentamos alguns modelos basicos para o acompanhamento ao
longo do tempo de epidemias. Na Secdo 2, definimos trés modelos de crescimento sob o ponto
de vista das taxas médias de natalidade e mortalidade naturais e de taxas de interacoes entre
seres-vivos que habitam a mesma area. Na Secdo 3, caracterizamos o modelo compartimental
SIR a partir da analise dos conceitos de crescimento populacional e lei de acdo das massas.
Este modelo é usado na Secdo 4 para analisar dados de uma propagagdo viral em um ambiente
escolar hipotético. A Se¢do 5 trata das consideragdes finais.

Modelos de Malthus, logistico de Verhulst e predador-presa de
Lotka-Volterra

Trés modelos sdo basicos para a construgdo de modelos mais gerais de dinamica
populacional, o de Malthus, o logistico de Verhulst e o predador-presa de Lotka-Volterra. Como
ndo existem ambientes ideais com recursos ilimitados, deve-se considerar o fato de que a
medida que o tamanho da populacdo cresce, tais recursos diminuem; suponha, por exemplo,
os alimentos.

Modelo Malthusiano

De acordo com Chasnov (2009), consideramos N (t) o tamanho de uma populagio no
tempo t, b e dd as taxas médias per capita de natalidade e de mortalidade, respectivamente.
Em uma pequena variagdo de tempo At, o niimero de nascimentos na populagdo é indicado
por bAtN(t),ao passo que o de dbitos é dAtN (t). Por conseguinte, podemos representar N
no tempo t + At naforma N(t + At) = N(t) + bAtN(t) — dAtN(t). Dividindo ambos

os membros desta equacdo por AtAt e fazendo At — 0, segue-se que % =((b—d)N

dN

P (b — d)N. De onde se extrai o modelo de crescimento exponencial malthusiano, dado

por
N(t) = Nye™ (1)

em que, N, é a populacdo inicialer = b — d.

Modelo logistico de Verhulst

Embora o modelo Malthusiano seja atrativo pela simplicidade, a lei de crescimento
exponencial para o tamanho da populagdo mostra-se irrealista para um grande intervalo de
tempo. De acordo com Garfinkel et al. (2017), a formulacdo de um modelo mais realistico

consiste em multiplicar o fator de crescimento r IV por um fator de aglomeracao, que caracteriza
alimitagdo do ambiente em comportar uma ou mais espécies.
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0 matematico Pierre Verhulst (1804-1849) foi o primeiro a determinar, em 1838, um

modelo de crescimento populacional, que obedece a uma capacidade de suporte ambiental K

o ~ s . f e s dN N
K, especificado pela equacio diferencial ordinaria nao-linear T rN (1 — E)' Da qual, a
solucdo analitica permite escrever o modelo logistico de Verhulst na forma

Ny

0 modelo logistico de Verhulst rapidamente ganhou popularidade e passou a ser
generalizado com a implementagdo de componentes estocasticos e varidveis explicativas.

N(t) =

(2)

Modelo predador-presa de Lotka-Volterra

Ao considerarmos duas populagdes de animais que vivem em umarelacdo de predatismo,
designaremos por P a populagao de predadores e @ a de presas, tendo assim um sistema
(P, Q). Primeiramente, devemos pensar em P’ e Q', ou seja, 0 que causa(m) as variagdes
nos numeros das duas populagdes. Assim, denotamos a taxa de natalidade das presas por b
b, a taxa de mortalidade dos predadores por mm e supomos que a taxa de natalidade destes

seja proporcional a quantidade de alimento disponivel aa (Garfinkel et al., 2017). Além disso,
existe uma certa probabilidade de que o encontro predador-presa resulte em uma predagdo
bem-sucedida (o predador alimenta-se da presa).

Outra maneira de representar o encontro é mediante o produto PQ. E definido como
lei de acdo das massas, um conceito quimico explicado por Singh (2017), como sendo a taxa de
umareacdo elementar, definida pelaredugao do reagente ou formacao do produto, proporcional
a concentracdo de cada componente envolvido na reagdo. Logo, de acordo com Garfinkel et al.,

2017, se B é a probabilidade de sucesso do predador, podemos escrever P’ = affPQ — mP.
Consequentemente, escrevemos a equac¢do de mudanga para a populagdo de presas na

forma Q" = bQ — BPQ. Se considerarmos todos os parametros iguais a 1, teremos

PP=PQ—PeQ =0Q—PQ.

Essas sdo as equacdes de Lotka-Volterra, desenvolvidas para descrever o modelo
predador-presa ao observarem a interagdo entre lebres e linces. O contato bem-sucedido
entre predadores e presas aumenta o nimero de predadores e diminui o nimero de presas
(Chasnov, 2009), vide Figura 1.

Figura 1. Dindmica populacional sob o modelo predador-presa de Lotka-Volterra
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Fonte: Os autores (2022).
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As Secdes 3 e 4 tratam do modelo SIR empregado na andlise de dados de epidemias.

Modelos compartimentais epidemioldgicos

Em modelos compartimentais, que segundo Enderle (2012, p. 359-445, tradugdo dos
autores), “é uma das abordagens mais antigas usadas para descrever interagdes entre variaveis
fisioldgicas e definida como o movimento de uma substancia de um compartimento a outro”.
Neste caso, alei de acdo das massas assume que a taxa de encontro entre individuos suscetiveis
e infectados é proporcional ao produto dessas subdivisdes populacionais. Analogamente a
aplicacdo quimica, os individuos suscetiveis reagem com os infectados formando uma nova
parcela de infectados, obedecendo a uma constante de contagio, que grosso modo indica a
probabilidade de que o contato resulte em uma nova infecgao.

Modelo SIR

No modelo SIR, a populagdo é dividida em trés classes distintas: Suscetiveis (§)
, Infectados (I') e Removidos (R). Sendo que, (i) Suscetiveis sdo os individuos vulneraveis

no tempo t que ainda nao foram infectados; (i) Infectados sdo os contaminados no tempo t
propagadores da doenca; (iif) Removidos sdo os que adquiriram imunidade permanente ou

foram a 6bito no tempo t em decorréncia da doenca. Uma representacdo grafica do modelo
SIR é dada na Figura 2 na qual, as caixas sdo os diferentes compartimentos, as setas a transicdo

entre os compartimentos e as quantidades 551 e yI estdo definidas a seguir.

Figura 2. Representacdo por diagrama de blocos do modelo compartimental SIR
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Fonte: Os autores (2022).

De acordo com Brauer (2017), as condigdes a serem satisfeitas sdo (i) o tamanho da

populagdo, N, é constante ao longo do tempo e todos tém igual probabilidade de infeccdo
(misturam-se homogeneamente); (ii) a condi¢do Unica para sair do grupo de suscetiveis
€ adquirir a enfermidade ou ser imunizado; (iii) para deixar a populacdo de infectados o
individuo deve recuperar-se, tornando-se permanentemente imune a doenga ou ir a ébito.

Sendo NN o tamanho da populacdo, tem-se que N =S +1 + R = 5(t) + I(t) + R(¢).

s ~ 1
Ao multiplicarmos esta equacdo por v obtemos

S(t) I(t) R(t)
=% tw T

=s(t) +i(t) + r(t). (3)

1 Cf. “Compartmental modeling describes the movement of a substance from one compartment to another [...]
The compartmental modeling approach is the most familiar and one of the oldest approaches used to describe
interactions between physiological variables.”
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As equacdes diferenciais que governam o modelo SIR dependem inicialmente do ntimero

de individuos que sdo infectados durante o tempo At. Dessa forma, seja § At a probabilidade
de que uma pessoa contaminada infecte uma vulneravel aleatoriamente durante o tempo At
, entdo com 5 suscetiveis e I infectados, o niumero esperado de novos infectados na populagio
durante o tempo At sera dado por SAtSI. Portanto, temos I(t + At) = I(t) + BAtSI

. Em ambos os membros desta equagdo, subtraindo-se I(t), dividindo-se, em seguida por At
, segue-se que
I(t + At) —I(t)
At

= BSI. (4)

Note que, I individuos infectados causam 551 infecgdes por unidade de tempo. Assim,

di , .
na Equagio (4), fazendo-se At — 0, temos I’ = — = B51. Sendo que, f é um pardmetro
denominado taxa de transmissdo, definido pelo numero médio diario de novos infectados
por cada pessoa ja infectada. Assumindo-se a probabilidade de que um infectado se recupere

durante o tempo At seja yAt, tem-se que o nimero total de individuos contaminados que se
recuperam no tempo At é dado por [y At. Portanto,
I(t+ At) = I(t) + BAtS(t)I(t) — yAtI(t).
Em ambos os membros desta equagio, subtraindo-se I(t), dividindo-se, em seguida
por Ate fazecrilll(rio-se At — 0,temos

I' =— = BSI —yI.
T B Y

Ao fazermos a andlise dimensional da variavel de mudanca I', que governa a variagio

p . SI A p .
do ntimero de infectados temos, I' = f e ¥1. O parametro ¥ é denominado taxa de
remogao, que se refere a movimentacdo de individuos do compartimento [ para o R. Collins
. 1 7 « ~ n . .
(2020) consideray = —,em que r é o “atraso de recuperacdo’, ou mais simplesmente o tempo

L r . . :
que o individuo permanece infectado antes de passar para a classe de removidos, seja por
recuperagdao ou morte.

Para o niimero de removidos, consideramos que a variacdo da populacdo RE é obtida
apartirdarecuperagdo oumorte de individuos infectados, sendo, portanto, representado

poryl.Logo,R" = yI
Como N é constante em qualquer tempo, tem-se que N’ = (§ + I + R)'. Logo,

SI SI
S'+B——yl4+yl=0 = S’ = —B—. (5)
N N

Portanto, na forma deterministica, o modelo SIR é representado pelo sistema formado
pelas equacdes diferenciais ordinarias (6) - (8)

s SI

a =Py (©)
dl SI

o=y 7L (7)
dR
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Em geral, o método de Euler é utilizado para a solu¢do numérica desse sistema de
equacoes.

Definicao 3.1 O niimero reprodutivo bdsico R é definido como o niimero esperado de
individuos secunddrios produzidos por um individuo ao longo de sua vida.

Do sistema de equagdes do modelo SIR, temos que I’ = (;5’ % — ]r).

No inicio de uma epidemia (5§ = N). Para haver crescimento no nimero de

contaminados, devemos ter (8 — y) > 0 = g— 1>0 = g >1=Ry>1

No limiar epidémico: (a) se Ry = 1, cada individuo infectado contamina, em média,
mais de um individuo suscetivel, a doenca se alastra na populacdo de hospedeiros e pode

tornar-se epidémica e, eventualmente, pandémica; (b) se Ry < 1, em média, um individuo
infectado contamina menos de um individuo suscetivel ao longo de seu periodo infeccioso,
o que impede o crescimento e disseminacdo da enfermidade, atingindo, segundo Anderson

(2016), a extingdo deterministica; (c) se Ry = 1, a enfermidade pode tornar-se endémica,
uma vez que nessa situacdo, muitos dos suscetiveis ja foram infectados e estdo recuperados e
imunes (para infecgdes que induzem imunidade duradoura), ou podendo retornar a condicido
de suscetiveis, em ndo havendo imunidade permanente.

Modelo SIR na propagacao do SARS-CoV-2

Declarada pandemia em 11 de margo de 2020 pela Organizagdo Mundial da Saude
(OMS), a COVID-19 é uma doenga infecciosa causada pelo SARS-CoV-2, denominado de novo
coronavirus, membro da familia (CoV), responsavel pela ocorréncia da SARS (Severe Acute
Respiratory Syndrome), Sindrome Respiratéria Aguda Grave principalmente em humanos
(OMS, 2020). Membro do género Betacoronavirus, um dos géneros da familia Coronaviridae,
0 SARS-CoV-2 é transmitido a humanos por animais, sendo a transmissdo subsequente,
essencialmente, inter-humana (OMS, 2020).

Propagacdo da Covid-19 em um ambiente escolar hipotético

Esta aplicacdo foi idealizada seguindo Sulsky (2012) e Murray (2002) que analisaram
dados de uma epidemia de gripe do ano de 1978 de um internato inglés. Para gerar os dados
simulados consideramos um ambiente com 200 alunos em meio a propagacdo do coronavirus
durante 120 dias. Além disso, estabelecemos algumas condicdes adequadas ao modelo
deterministico SIR em cenario de contagio inicial com 192 alunos suscetiveis e 8 infectados.
(1) Ninguém entra ou sai da escola e todos sdo suscetiveis a COVID-19; (ii) A capacidade de

atendimento médico da escola é de 30 alunos; (iii) O tempo médio de recuperagio (¥) da
COVID-19 é de 14 dias; (iv) Todo aluno infectado necessita de cuidados especiais durante 14
dias ap6s apresentar sintomas.

Em qualquer tempo, o tamanho da populacdo é dado por N = § + I + R. A
Figura 3, mostra uma tendéncia inicial de crescimento exponencial do nimero de infectados
e de removidos, ao passo que o nimero de suscetiveis experimenta um decrescimento

exponencial. Consideramos, o coeficiente de transmissao (f) - taxa de sucesso em que um
contato Suscetivel-Infectado resulte em uma nova infec¢do de 0,14, e uma taxa de remogao (

¥) - taxa em que infectados se recuperam ou vém a 6bito de 0,07, que é o inverso do tempo
médio de recuperagdo para uma versao mais amena da Covid-19: 14 dias. Assim, um aluno
infectado pode causar até duas novas infeccdes, valor pertencente ao intervalo sugerido pela
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OMS. O niimero maximo de infectados I, € igual a 31, valor atingido aproximadamente no

402 dia epidémico. Além disso, (i) Quando t — ©92, 0 numero de suscetiveis é igual a 26;
(if) A imunidade de rebanho seria atingida com 50% da populacdo vacinada; (iii) No fim da

simulagdo (t = 120),tem-seque,§ ~ 40,] ~ 4eR =~ 156.

Figura 3. Numero de suscetiveis, infectados e removidos para Ry = 2
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Fonte: Os autores (2022).

Consideracoes Finais

Os conceitos que foram expostos estdo diretamente relacionados ao crescimento
populacional e modelos compartimentais, analisados sob as dticas da matematica e biologia.
A modelagem matematica da propagagdo do SARS-CoV-2 sugerida com o uso do modelo SIR
podera ser diretamente estendida com outros modelos e ser util para refor¢ar a importancia
do respeito a medidas de contencdo do avanc¢o de uma pandemia e ainda para a compreensao
de fendomenos interdisciplinares.

Para trabalhos futuros, varias abordagens podem ser feitas, como por exemplo, a
inclusdo de novos compartimentos no modelo SIR. Tem-se, por exemplo, o compartimento
E, resultando no modelo SEIR. Podemos ainda sugerir a adicdo de um compartimento Q
resultando no modelo SIQR, a inclusdo de componentes estocasticos, entre outros.
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